Contents

Dictionary D-1

Five Prerequisite Proofs PP-3

I Tensors over Euclidean Vector Spaces 1

1 Multilinear Mappings 3 1.1 Definition of multilinear mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 Examples of multilinear mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Elementary properties of multilinear mappings . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.4 Permuting a multilinear mapping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2 Definition of Tensors over Euclidean Vector Spaces 11

3 Alternating Tensors, Determinants, Orientation, and n-dimensional Righthandedness 13 3.1 Structure of Λ^nV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 3.2 Determinants of linear operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.3 Orientation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 4 Tensor Products 25 4.1 Definition of a tensor product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 4.2 Properties of tensor products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 i

4.3 Polyads . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 5 Polyad Bases and Tensor Components 31 5.1 Polyad bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 5.2 Components of a tensor relative to a basis sequence: Definition . . . . . . 33 5.3 Changing bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 5.4 Properties of component arrays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 5.5 Symmetries of component arrays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 5.6 Examples of component arrays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

6 The Lifting Theorem 41

7 Generalized Dot Products 47 7.1 Motivation and definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 7.2 Components of P ⟨q⟩R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 7.3 Properties of the generalized dot product . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 7.4 Applications of the generalized dot product . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

8 How to Rotate Tensors (and why) 67 8.1 Tensor products of linear mappings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 8.2 Applying rotations and reflections to tensors . . . . . . . . . . . . . . . . 71 8.3 Physical applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 8.4 Invariance groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 8.5 Isotropic and skew isotropic tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

9 Differential Calculus of Tensors 89 9.1 Limits in Euclidean vector spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 9.2 Gradients: Definition and simple properties . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 9.3 Components of gradients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 9.4 Gradients of dot products . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 9.5 Curvilinear coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

9.6 Multiple gradients and Taylor’s formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 9.7 Differential identities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

10 Integral Calculus of Tensors 119 10.1 Definition of the Integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 10.1.1 Mass distributions or measures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 10.1.2 Integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 10.2 Integrals in terms of components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

11 Integral Identities 127 11.1 Linear mapping of integrals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 11.2 Line integral of a gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 11.3 Gauss’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 11.4 Stokes’s theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 11.5 Vanishing integral theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 11.6 Time derivative of an integral over a moving volume . . . . . . . . . . . . 134 11.7 Change of variables of integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

II Elementary Continuum Mechanics 139

12 Eulerian and Lagrangian Descriptions of a Continuum 141 12.1 Discrete systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 12.2 Continua . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 12.3 Physical quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 12.4 Derivatives of physical quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 12.5 Rigid body motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 12.6 Relating continuum models to real materials . . . . . . . . . . . . . . . . 159

13 Conservation Laws in a Continuum 163 13.1 Mass conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 13.1.1 Lagrangian form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

13.1.2 Eulerian form of mass conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 13.2 Conservation of momentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 13.2.1 Eulerian form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 13.2.2 Shear stress, pressure and the stress deviator . . . . . . . . . . . . 182 13.3 Lagrangian form of conservation of momentum . . . . . . . . . . . . . . . 187 13.4 Conservation of angular momentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 13.4.1 Eulerian version . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 13.4.2 Consequences of ↔ S^T =^↔S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 13.5 Lagrangian Form of Angular Momentum Conservation . . . . . . . . . . . 209 13.6 Conservation of Energy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 13.6.1 Eulerian form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 13.6.2 Lagrangian form of energy conservation . . . . . . . . . . . . . . . 214 13.7 Stuff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 13.7.1 Boundary conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 13.7.2 Mass conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 13.7.3 Momentum conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227 13.7.4 Energy conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

14 Strain and Deformation 235 14.1 Finite deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 14.2 Infinitesimal displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

15 Constitutive Relations 249 15.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 15.2 Elastic materials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 15.3 Small disturbances of an HTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 15.4 Small disturbances in a perfectly elastic earth . . . . . . . . . . . . . . . 265 15.5 Viscous fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

III Exercises 279